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Pohyb umélych druzic v tthovém poli Zemé

1 Uvod

Moderni geodézie se neobejde bez kosmickych metod. Jednou z téchto metod je i GPS (Global
Positioning System). Principem této metody je zpracovani informaci (tzv. fdzovych a kédovych
méfeni) obsazenych v signalu vysilaném z umélych druzic Zemé. Hodnoty kédovych a fazovych
meéreni jsou zavislé, kromé mnoha dalSich parametri, na poloze druzice a prijimace. Je proto
mozné z téchto informaci urc¢ovat drdhy druzic nebo polohu prijimace (urc¢ovani polohy je asi
stale dominantni tlohou geodézie). Drahdm GPS druzic je vénovan nésledujici strucny text.

Text je ¢lenén do nékolika ¢asti. V prvni z nich definujeme souradnicovy systém vhodny
pro studium drah a déale pak prevod do systému spojeného pevné s télesem Zemé. V dalsi ¢asti
se budeme vénovat velice strué¢né pohybovym rovnicim a vypoctu polohy druzice pri znamych
elementech drahy. Nakonec bude popsan vypocet polohy druzice z idaji uvedenych v souborech
vysilanych efemerid ve formatu RINEX.

2 Souradnicové systémy

Pro urcovani polohy je nezbytné definovat systém pevné spojeny s télesem Zemé. Ocekavame,
ze v takovém systému jsou soufadnice pevnych bodi neménné (odhlédneme-li od jevi, jakymi
jsou pohyb litosférickych desek, slapové jevy apod.).



Takovym systémem je ITRS (International Terrestrial Reference System), ktery je impli-
citné definovan pomoci mnoziny pevnych stanic na povrchu Zemé a jejich souradnic v kartéz-
ském souradnicovém systému vcetné casovych zmén zpusobenych pohybem pevninskych desek.
Tato mnozina bodu je nazyvina ITRF (International Terrestrial Reference Frame). Systém mé
soucet casovych zmén souradnic bodii ITRF byl roven nule. Osa Z sméruje do referencniho pélu
IRP (IERS Reference Pole) a osa X lezi v roviné IRM (IERS Reference Meridian). Délkovou
jednotkou je SI metr. Pro prevod z kartézskych na zemépisné souradnice je doporucen elipsoid
GRS80.

Systém ITRS neni vhodny pro vypocet drah druzic, nebot pohyb druzic je témér nezavisly
na rota¢nim pohybu Zemé. Pro vyjadreni pohybovych rovnic druzic je vhodny inercidlni systém,
ve kterém maji pohybové rovnice nejjednodussi tvar. Takovym systémem je ICRS (IERS Ce-
lestial Reference System, IERS - International Earth Rotation and Reference Systems Service).
Systém je realizovan pomoci referen¢niho ramce ICRF (IERS Celestial Reference Frame) tvore-
ného mnozinou sméru na quasary (vzdédlené radiové zdroje v galaxii) ziskanych metodou VLBI
(Very Long Baseline Interferometry). Sméry jsou konzistentni s hvézdnym katalogem FK5. U
quasart neni pfedpoklddan zddny pohyb. Systém je definovan tak, ze pocatek je v barycentru
slune¢ni soustavy, osa Z odpovidd nebeskému efemeridovému pélu CEP (Celestial Ephemeris
Pole), rovina XY odpovid4 stfedni rovnikové roviné v epose J2000.0 a osa X sméruje do jarniho
bodu v této epose.

Sluzba IERS publikuje parametry orientace Zemé (EOP - Earth Orientation Parameters),
které spolu s IAU 1976 Precesi a IAU 1980 Teorii nutace, mnozinou konstant a popisem pocetnich
postupti definuji transformaci mezi ICRF a ITRF (viz [McCarthy, 96]).

Kromé systému I'TRS se v souvislosti s metodou GPS setkavame s terestrickym systémem
WGS-84. Jednd se o systém blizky ITRS a jsou v ném uddvany pozice druzic GPS (viz déle).

3 Transformace mezi systémy

Vzédjemnda poloha zemského ITRS a nebeského ICRS systému zavisi na poloze zemské osy v
inercidlnim systému, na poloze zemské osy vici télesu Zemé a na greenwichském pravém hvézd-
ném case (lépe ihlu mezi smérem k jarnimu bodu v epose J2000.0 a rovinou IRM). Zavedme
nésledujici oznaceni:

Tp, Yp .. soufadice polu

GST .. pravy greenwichsky hvézdny ¢as (Greenwich True Sidereal Time) véetné vlivu
precese a nutace

Ca,04, 24 ... precesni thly

€A ... stredni sklon ekliptiky

Ay ... nutace v ekliptikdlni délce

Ae .. nutace ve sklonu ekliptiky

GMST .. stfedni greenwichsky hvézdny cas (Greenwich Mean Sidereal Time)

GMSTopyrt . stfedni greenwichsky hvézdny cas v 0 hodin UT1

t ... ¢as vztazeny k epose J2000.0 vyjadieny v julidnskych stoletich

t = (T — 1. ledna 2000 12h)ve dnech/36525
Pro transformaci mezi systémy plati
ricrs = PNRr XY rirrs . (1)

Matice
P = R3(Ca)Ra(—04)R3(24) (2)



popisuje vliv precese na transformaci mezi systémy. R;, Ro, R3 oznac¢uji postupné rotacni matice
podle jednotlivych souradnicovych os X,Y, Z. Precesni parametry jsou zavislé na case a jsou
definovany pomoci precesnich fad (IAU 1976 Precession) vztazenych k epose J2000.0:

Ca = 230672181t + 0730188t% + 07017998t
64 = 200473109t — 0742665t> — 0"041833¢3,
24 = 230672181t 4 1709468t + 0”018203¢>,
€A = 843817448 — 46”8150t — 0700059¢> + 07001813¢3 .

Pro nuta¢ni matici plati

N = Ri(—ea)R3(AY)Ri(ea + Ae) 3)

kde parametry At a Ae ziskdme z nutacnich fad TAU 1980 Theory of Nutation. Nutacni rady
maji komplikovany tvar a jsou uvedeny napiiklad v [McCarthy, 96].

Zatimco precesni a nutac¢ni matice popisuji pozici pravého okamzitého poélu vzhledem k
nebeskému systému (p6l CEP - Celestial Ephemeris Pole), matice Y a X popisuji polohu pravého
okamzitého poélu vzhledem k systému terestrickému (pdl IRP). Plati

X=R (yp)v Y = RQ(xp) ) (4)

kde x,, y, jsou soufadnice pravého pélu v terestrickém systému. Soufadnice pélu jsou urcovany
metodami kosmické geodézie a publikoviany v IERS Bulletinu A, respektive B. IERS Bulletin A
je vydavan dvakrat tydné, zatimco IERS Bulletin B vychézi jednou mési¢né a obsahuje zpresnéné
parametry orientace Zemé. Kromé toho je vydavan 6 mésicii po konci kalendainiho roku vyroéni
Annual Report, obsahujici kromé revidovaného feseni popis referencnich rdameu, pouzitych dat,
vypocetnich algoritmu a metod.

Denni rotaci Zemé vici inercidlnimu systému popisuje matice

Ry = R3(—GST) . (5)
Vztah mezi obcanskym koordinovanym c¢asem UT'C' a pravym greenwichskym hvézdnym casem
GST je dan nésledujicimi rovnicemi:
(i) greenwichsky stiedni hvézdny ¢as GMST pro svétovou pulnoc Oh UT1
GMSTgp, yr1 = 6" 41™ 50554841 + 86401843812866T7. + 02093104772 — 652 x 1075773,

kde T = d!, /36525, d., je pocet uplynulych dni od epochy 1. ledna 2000, 12h UT1, tedy nabyva
hodnot +0.5, £1.5, ... |

(ii) rotace Zemé mezi svétovou pulnoci Oh UT1 a okamzikem pozorovani UT1 vyjadiend

vzhledem k ICRS
GMST = GMSTq, yr1 + r[(UT1 — UTC) + UTC],

kde r je pomér mezi hvézdnym a svétovym ¢asem dany rovnici
r = 1.002737909350795 + 5.9006 x 10T — 5.9 x 10715772
a hodnota UT1-UTC je uvedena v IERS bulletinech,
(iii) vliv precese a nutace na rektascenzi

GST = GMST + At cose4 + 0700264 sin Q2 + 07000063 sin 22,

kde € je stiedni délka vystupného uzlu drahy Mésice. Posledni dva ¢leny byly zavedeny pozdéji
(od 1.1.1997).



4 Drahy druzic

Obsahem této kapitoly neni rozbor pohybovych rovnic urcujicich drahy druzic. Kapitola je
vénovana prehledu znalosti a pocetnich postupt pri urcovani polohy druzice v uréitém cCase.
Odvozenim pouzitych rovnic, Keplerovych zdkont a dalsim aspekttim urcovani drah druzic se
nebudeme zabyvat.

Hovorime-li o keplerovském pohybu druzic (nebo také o keplerovské dréze), rozumime tim
pohyb dvou téles, které mizeme nahradit hmotnymi body za plusobeni pouze vzajemnych gra-
vitacnich sil. V tom ptipadé podle Newtonova gravitacniho zakona a podle zakoni sily plati

Mm ..
G ————= (ry—Tn) = Miy
77— T
Mm .
G ———— (rm—TM) = My,
77— T
kde
G .. Newtonova gravita¢ni konstanta
M,m .. hmotnost obou téles
TN .. pruvodic télesa o hmotnosti M v libovolné inercidlni souradnicové soustave,
M .. velikost vektoru 7,
Tm .. pruvodic télesa o hmotnosti m v libovolné inercidlni souradnicové soustaveé,
Tm .. velikost vektoru r,,
Zavedeme-li nasledujici oznaceni

plati pro pruvodic¢ télesa o hmotnosti m vuéi télesu o hmotnosti M vztah

M+m
r

r=-G
3

(6)

Rovnice (6) je vektorovou diferencidlni rovnici druhého stupné, funkce r(t) bude proto jedno-
znatné definovdna pridénim 6 podminek (napf. dva vektory 7(t1), r(t2) nebo pocateéni pod-
minky 7(¢1), 7(t1)).

V pripadé soustavy téles druzice-Zemé vzhledem k malé hmotnosti druzice nahrazujeme
souc¢in G(M + m) = GM hodnotou geocentrické gravitac¢ni konstanty.

4.1 Keplerovsky pohyb, Keplerovy elementy

Rozborem pohybové rovnice (6) lze dokézat platnost Keplerovych zakoni:
1. obézné drahy planet jsou elipsy se Sluncem v ohnisku,

2. kazda planeta obiha Slunce tak, Ze jeji spojnice se Sluncem opiSe za stejnou dobu stejnou
plochu,

3. druhé mocniny obéznych dob planet jsou ve stejném pomeéru jako tfeti mocniny hlavnich
poloos.



druzice

X
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Obrazek 1: Orientace drahy druzice v inercialnim soufadnicovém systému

Samozrejmé v Keplerovych zdkonech muzeme nahradit slova Slunce/planeta slovy Zemé/druzice.
Pro platnost Keplerovych zakoni je nutné splnéni predpokladii uvedenych v minulé ¢asti — Zemi
(Slunce) nahrazujeme hmotnym bodem stejné jako druzici (planetu).

Pohyb, ktery splnuje Keplerovy zékony, a tedy spliuje podminky pohybové rovnice (6),
muzeme jednoznacné popsat pomoci Keplerovych elementii:

a .. délka hlavni poloosy elipsy
numericka excentricita elipsy (e? = %)
To .. cas pruchodu druzice perigeem (lezi na elipse na pruseciku s hlavni poloosou)
Q.. rektascenze vystupného uzlu (vystupny uzel lezi v pruseciku drahy s rovnikovou
rovinou)
w .. argument perigea (dhel od vystupného uzlu do perigea méfeny ve sméru drahy)
i .. sklon roviny drahy vzhledem k rovnikové roviné.

Elementy a, e, Ty jsou nazyvany vnitini, popisuji polohu druzice v roviné drahy, elementy
Q, w, 1 vnéjsi, definuji orientaci roviny drahy vzhledem k inercidlnimu rovnikovému systému.

Vypocet polohy druzice muzeme rozdélit na dva kroky. Nejprve zvolme rovinny soutadnicovy
(v obrazku (1) je tato soustava oznafena malymi pismeny). Polohu druzice v takto zvoleném
systému popisuji kartézské souradnice (z,y) nebo polarni souradnice (r,v), viz obrazek 2. Polarni
a kartézské souradnice lze vypocitat nasledujicim zptsobem.

Pro stfedni thlovou rychlost druzice n, zvanou také stiedni denni pohyb, podle 3. Keplerova

zakona plati
27 IGM



Obréazek 2: Souradnice v roviné drahy druzice

Okamzitou polohu druzice v roviné drahy popisujeme veli¢inami zvanymi anomaélie a délkou pri-
vodice r. Pro stfedni anomalii, ktera popisuje pohyb fiktivni druzice pohybujici se rovnomérnym
pohybem po kruznici, plati

M) =n-(t—Tp) . (8)

Stfedni anomalie je tedy thel mezi fiktivni druzici a smérem do perigea (M (t) = 0 pro t = Tp).
7 druhého Keplerova zdkona plyne vztah pro excentrickou anomaélii, kterad jiz ma geometricky
vyznam patrny z obrézku (2)

E(t) = M(t)+esin E(t) . 9)

Pro pravou anomélii, thel, ktery svird privodi¢ druzice se smérem do perigea, plati

1+etn@ (10)

t) = 2arct
v(t) arctan |/ tan —

a nakonec pro souradnice pruvodice r a rychlosti r druzice mizeme psat

r—a cosFE —e _ CcoS v (11)
- vV1—e2 sinE | sin v

1_2
r—a(l—ccosE) = 21 =€) (12)
1+ ecosv
i LaQ —sin E B GM —sinwv (13)
oy V1—e?cosE | \a(l —e2) | cosv+e

Vektory r a 7 jsou vyjadfeny v systému lezicim v roviné drahy, a je tudiz mozné je doplnit o
tfeti soutadnici z = 0.

Druhé c¢ast vypoctu spociva v transformaci vektori do inercidlniho rovnikového systému.
Ozna¢me pruavodic a vektor rychlosti vyjadiené v rovnikovém systému g a g. Pro transformaci
podle obrazku (1) pro pruvodi¢ plati

0= R3(—Q) Ri(—i) R3(~w) r=Rr . (14)



Protoze matice R nezavisi na case, pro vektor rychlosti plati podobny vztah
0= Rr . (15)

Tato transformace se v nékterych pripadech upravuje pouzitim argumentu sitky « = v + w.
Potom osa z’ rovinného systému lezictho v roviné drahy nesméiuje do perigea, ale do vystup-
ného uzlu druZice a pro rovinné souradnice privodice druzice (ozna¢me jej tentokrat r’) plati

analogicky
r':rlcf)sul . (16)
sinu

Rovnice (14) se redukuje na tvar (neni tfeba provadét rotaci o tihel w kolem osy Z)
0=R3(—Q) Ri(—i) r . (17)

Zanedbame-li vliv precese, nutace a pohybu pélu, plati pro transformaci do systému spoje-
ného s rotujici Zemi vztah
o = R3(—1) Ri(—i) R3(—w) 7, (18)

kde I = Q — GST.

Transformace vektoru rychlosti je ponékud komplikovanéjsi. Matice rotace neni v tomto
pripadé konstantni, nebot se méni veli¢ina [ — tithel sevieny mezi merididnovou rovinou obsahujici
jarni bod a merididnovou rovinou, v niz lezi osa X terestrického systému (vétsinou jde tedy o
rovinu nultého poledniku, [ je potom zemépisnd délka vystupného uzlu). Hodnota [ zavisi na
hodnoté hvézdného casu GST, pii zanedbani vlivu precese a nutace neni tfeba specifikovat,
zdali jde o pravy nebo stiedni hvézdny c¢as. Casova zména hvézdného ¢asu je rovna tihlové
rychlosti rotace Zemé wg, a tedy diky opacnému smyslu (thel GST ma matematicky zdporny
smysl, zatimco [ kladny) je ¢asovd zména thlu [ rovna —wpg. To nakonec bude patrno v dalsi
kapitole ze vzorce (56) platného pro druzice systému GPS. Proto pro vektor rychlosti vyjadireny
v terestrickém systému plati

o = %Rg(—l) Ri(—i) R3(—w) r = (19)
= wpR(-1) Ri(—i) R3(—w) r + R3(—1) Ry(—i) R3(—w) 7, (20)

kde matice d
R (2) = -+ Ra() (21)

5 Ruseny pohyb

A7 doposud byl popisovan stav, kdy je draha druzice ovlivnéna pouze pritazlivosti Zemé, ktera
byla navic nahrazena hmotnym bodem. Potom plati Keplerovy zakony a rovnice uvedené v
predchozi kapitole. Avsak v pripadé skutecné Zemé tento predpoklad neni splnén, Zemé neni
homogenni téleso, je nepravidelného zplosténého tvaru (dokonce je elastickd a jeji tvar se méni
s uc¢inkem vnéjsich sil). Navic na druzici pusobi i dalsi sily, pritazlivost Mésice a Slunce, tlak
primého a odrazeného sluneéniho zareni. Vsechny tyto sily udéluji druzici zrychleni a, které
nazyvame poruchové, a hovorime potom o ruseném pohybu druzice. Pohybova rovnice dostava

tvar
M+ m

r3

i=—-G

r+a (22)

a pohyb druzice neprobihd po keplerovské elipse.



Mezi elementy drahy {a,e,Tp,Q,w,i} a polohou a rychlosti druzice {o(t), o(t)} v case t
existuje vzajemny jednoznacny vztah. Muzeme symbolicky psat

{Q(t)ag(t)} = f(aaevT0797wvi7t) (23)
{a,e.To, Quw, it} = £ (e(t). &(t)) (24)

kde f je mnozina funkci. V pripadé neruseného pohybu ziskdme ze zndmych hodnot r(t),7(t)
pro libovolny cas t stejné parametry drahy - pohyb je vykondvan po jedné keplerovské dréze.
Avsak v pripadé ruseného pohybu, kdy pohyb neni rovinny a neprobihé po elipse, jsou vypoctené
hodnoty elementii zavislé na case a odpovidaji keplerovské draze, kterd ma se skute¢nou drahou
spoleény bod 7(t) a rychlost #(t). V tomto bodé se keplerovskd driaha primyka ke skutecné
draze a hovorime potom o oskulac¢ni elipse a oskula¢nich elementech. Oskulaéni elementy jsou
proto zavislé na case. Podrobny rozbor ruseného pohybu a vypoctu drahy lze nalézt v literature
uvedené na konci celého textu.

5.1 Vypocet oskulacnich elementt

Opacnym postupem k vypoctu polohy druzice je vypocet elementii drahy druzice (1épe oskulac-
nich elementti) z daného polohového vektoru g(t) a vektoru rychlosti @(¢) pro casovy okamzik
t. Jde tedy o aplikaci postupu zapsaného symbolicky vztahem (24). Zde je tfeba postupovat s
jistou obezretnosti tak, aby vypoctené parametry drahy byly spravné urceny.

Ze soufadnic normalového vektoru roviny dréhy h = (hq, ha, h3) = @ X @ se snadno spoc¢tou
vnéjsi parametry €2 a ¢. Plati

h1 cos{) —sin{cost sin{lsini 0 sin {2 sin ¢
hy | =] sinQ cosQcosi —cos{sing 0 | =h-| —cosQsinig (25)
hs 0 sin ¢ cost h cos 1

kde h = ||h||, a tedy
Q_ hy . 3
= arctan ——, ¢ = arccos — , (26)
—hs h
pricemz o kvadrantu vysledného thlu € rozhoduji znaménka funkci sin a cos. Je proto vhodné
pouzit pro vypocet funkci atan2, kterou v riznych modifikacich nabizi vétsina matematickych
software.
Vyjdeme-li z rovnic (11) a (13) rozsifenych o tfeti souradnici Z = 0, pro velikost vektoru h
dostavdme (norma vektoru je invariantni vzhledem k volbé soufadnicového systému)

GM
a(l —e?)

h=lrx i =r (1+ecosv) = [le x o] (27)

a tedy (s pouzitim vztahu (12))

h=vVGM -/a(1 — €?), (28)

(1+ecosv)?=r-GM-(1+ecosv) . (29)

resp.

Ta(l=e?)
Z posledniho vzorce snadnou tpravou plyne

h2
r-GM

€COSV =



Podobnym postupem lze odvodit vztah

h
r-GM

esinv =

T (31)

Vypocet numerické excentricity a pravé anomélie z poslednich dvou vzorct je potom trividlni.
O kvadrantu, ve kterém lezi prava anomadlie, rozhoduje znaménko obou vyrazi a je opét vyhodné
vyuzit funkci atan2.

Pro vypocet argumentu perigea w prevedeme prostorové souradnice druzice @ na rovinné v
systému, ve kterém osa X sméruje do vystupného uzlu.

vl = (r}, 15, 15) = Ri(i) R3(Q) o . (32)
Argument Sifky u se spocte pomoci funkce atan2 jako
74/
u = arctan —= (33)
LA
a nakonec pro argument perigea w plati
w=u-—uv. (34)
Délka hlavni poloosy a se spocte z libovolného vhodného vztahu, napr. (28). Pri vypoctu

¢asu pruchodu druzice perigeem se postupuje postupem opac¢nym k postupu (8) az (10) a nejprve
se vypocte excentrickd anomaélie

E =2arct tan —
arctan |4/7—— tang | , (35)
déle pak stredni anomalie
M=F—-esinE (36)
a nakonec ¢as prichodu druzice perigeem
M
To=t— —. (37)
n

5.2 Vypocet oskulacnich elementt pii zndmém o(t;), o(t2)

Zatimco v minulé ¢asti byly pocitany oskula¢ni elementy drahy, kterd se ke skutecné dréze
primyka v jednom bodé g(t) a kterd ma v tomto bodé i stejny vektor rychlosti o(t), zabyvejme
se nyni vypoétem oskula¢nich elementu dréhy, kterd je ddna dvéma body o(¢1) a g(t2). Predem
je potfeba poznamenat, ze navrzené reseni je iteraéni, protoze autorovi téchto fadek neni zndmo
feSeni ve tvaru uzavrenych vzorct.

Podminky, které musi spliiovat elementy (parametry) oskula¢ni drahy, vyjadrené v minulém
odstavci, 1ze symbolicky zapsat nasledujicim zplisobem

o(t1) = ola,e,To, Q% w,i 1) (38)
o(t2) = ola,e,To,Qw,i,ta) . (39)

Uvedeny zapis 1ika, ze dosazenim oskulacnich elementti a ¢asu 1, resp. to do vztahi pro vypocet
polohy druzice pohybujici se nerusenym pohybem, dostaneme pravé zadané souradnice druzice

o(t1), resp. o(t2).



Protoze takové elementy neumime pocitat piimo, spocteme nejprve priblizné hodnoty po-
stupem z minulé ¢asti, pfi¢emz pouzijeme pruvodi¢ g(t1) a vektor rychlosti spocteny pribliznym
zpusobem ze vztahu
o(t2) — e(t1)

o —t1
Vysledkem jsou priblizné hodnoty parametrt ag, eg, T, , {20, wo, t0- Tyto parametry spliuji rov-
nici (38), avsak obecné nespliuji rovnici (39) pro druhy ¢asovy okamzik to. Budeme proto hledat
spravné hodnoty parametru

0o(t1) = (40)

ag da
e € de
To | | To, dTy -
0 - QO + dQO = Po + dp ) (41)
w wp dwy
1 10 di

pro které jsou splnény obé podminky.
Rovnici (38) lze napsat v linearizovaném tvaru

Q(tl) - Q(a07€07T00aQ()7w077:07t1) + a(tl) ' dp ) (42)

kde a(t1) je vektor parcidlnich derivaci

oft) = (2l el e ey ) o ) 13

vycisleny pomoci pribliznych hodnot oskula¢nich elementt pro cas t;. Zapis lze dale zkratit
zavedenim symbolu gy(t1) pro polohovy vektor druzice spoéteny pomoci pribliznych hodnot
oskulacnich parametri a psat

o(t1) = go(t1) +a(t1) -dp . (44)

Podobné rovnice lze sestavit i pro okamzik ¢5 a obé linearizované rovnice zapsat do tvaru

o(ti) —eo(t1) Y _ [ a(t1) |
( o(t2) — Qg(t2) ) B < a(tz) ) dp - (45)

do A

Matice A v poslednim vztahu je ¢tvercova, s jistou opatrnosti i reguldrni, a vektor dp obsahujici
opravy parametru lze tak vypocitat prostou inverzi. Dosazenim do (41) se potom vypoctou i
hledané oskula¢ni parametry.

Je tfeba si uvédomit, ze opravy parametri byly ziskdny fesenim linearizované rovnice, a je
proto nezbytné se presvédéit o platnosti ptuvodnich nelinedrnich podminek (38) a (39) zpétnym
vypoctem polohy druzice v obou okamzicich. Jak se ukazuje, jeden krok vypoc¢tu opravdu ne-
sta¢i, podminky nejsou splnény a vypocet je nezbytné opakovat, pricemz vypoctené hodnoty
oskulac¢nich parametru jsou pouzity jako nové priblizné hodnoty pro dalsi iteracni krok.

V navrzeném vypocetnim postupu zbyva pouze ukazat, jak vypadaji parcidlni derivace pri-
vodice druzice podle jednotlivych Keplerovych parametri. Derivace podle vnéjsich parametru
jsou trividlni. V rovnici (14) se vnéjsi parametry vyskytuji pouze jako argumenty rotacnich ma-
tic podle jednotlivych os, nebot hodnoty souradnic privodi¢e druzice v roviné drahy 7(t) jsou
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na nich nezavislé. Pro derivace proto plati

‘93’5) — —Ry(-Q) Ry(~i) Rs(~w) r(t) (46)
aggt) — _Ry(—Q) R,(—i) Rs(—w) r(t) (47)
95? — —Ry(—Q) Ri(—i) Ry(—w) r(t) . (48)

Vyznam matic oznacenych ¢arkou ukazuje vzorec (21).
Naopak vnitini elementy jsou v rovnici (14) ukryty pouze v hodnoté r(t). Proto plati

do(t) or(t)

da R Oa (49)
do(t) B or(t)

Oe - R Oe (50)
do(t) —  0r(t)

Ty, R 0T, (51)

Odvozeni derivaci vektoru r podle jednotlivych parametrti neni obtizné, ale ponékud pracné a
zdlouhavé, a proto zde uvedeme piimo vysledek. Protoze tfeti soufadnice vektoru r(t) je vzdy
nulova, je nulova i derivace, a nebudeme ji proto vypisovat. Plati

877' B [ cosE—e—l—%%MSinE (52)
da | V1—€e2(sinE - $¢McosE)
o [ —a(l+ 2sin’ E
877’ - o® SgnE (TCOSE—)e) (53)
€ L rv1—e?
o [ na?sin E
or  _ T, (54)
oTy | —n%V1—e2cos B

Z duvodu zvyseni prehlednosti, a protoze nemuze dojit k omylu, byl v poslednich vzorcich
vynechan symbol ¢ oznacujici ¢as. Rozumi se samo sebou, ze proménné r, M, E prislusi jednomu
casovému okamziku.

6 Vypocet drahy GPS druzice

Druzice systému GPS (Global Positioning System) vysilaji v nosné viné, kromeé jinych informaci,
udaje o poloze druzice. Tyto tidaje se nazyvaji vysilané (broadcast) efemeridy. Obsahuji veskera
potiebnd data pro vypocet polohy druzice v systému WGS-84, ktery je blizky systému ITREF.
Presnost vysilanych efemerid je nékolik metrti a postacuje pro bézné diferencialni aplikace GPS.

7 duvodu efektivniho predavani a ukladani dat ziskanych GPS byl vytvoren predpis formatu
nezavislého na typu prijimace RINEX (Receiver INdependent EXchange Format). V tomto for-
matu lze uchovavat jak mérend data ziskand aparaturou GPS, tak tidaje o poloze druzic, které
jsou vysilany v rdmci signalu GPS a taktéz ukladany pfijimacem. Kromé toho popis formatu
umoznuje ukladat i meteorologicka data.

Kromé vysilanych efemerid 1ze pouzit efemeridy piesné (precise), které jsou urcovany sluzbou
IGS (International GPS Service). Jsou vydavany se zpozdénim a jsou pristupné na internetu.
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6.1 Vypocet drahy z dat v souboru RINEX

Vzhledem k tomu, Ze pohyb druzice je vykonavan ve skuteéném tihovém poli Zemé, jedna se o
pohyb ruseny. K jeho popisu nesta¢i mnozina Sesti konstantnich drahovych elementii. V soubo-
rech RINEX jsou uvedeny oskulacni elementy drahy prislusné pocate¢nimu casu tg, jejich prvni
derivace a dalsi korekéni ¢leny. Navic, protoze tcelem vysilanych efemerid je vypocet pozice
druzic v zemském referenénim ramci WGS-84, je rektascenze vystupného uzlu ) nahrazena dél-
kou [ v terestrickém systému. Modifikovany jsou i nékteré dalsi elementy uvedené v predchozich
kapitolach.
V souborech RINEX nalezneme nésledujici iidaje:

tor .. referencni ¢as efemerid (vyjadreno v GPS case, viz dale)

toc .. referencni ¢as hodin druzice (vyjadreno v GPS case, viz dale)

TOFE .. pocet sekund od poc¢atku GPS tydne (ptlnoc mezi sobotou a nedéli)
Va,e, My .. Keplerovy parametry v case tog (kromé Iy vztazeného k poé. GPS tydne)
wo, io, lo

An ... oprava stfedniho denniho pohybu n = %4

) casova derivace sklonu drahy

Q casova derivace rektascenze vystupného uzlu

Cuyc, Cys .. korekéni parametry pro argument perigea

Cre,Crs ... korekéni parametry pro vzdalenost od geocentra

Cic, Cis .. korekeni parametry pro sklon drahy.

V mnoziné Keplerovych oskulac¢nich parametrt byl ¢as prichodu perigeem T nahrazen hod-
notou My stiedni anomadlie pro ¢as togp a hodnota rektascenze vystupného uzlu 2 nahrazena
hodnotou délky Iy (tedy tthel mezi osou X systému WGS-84 a smérem do vystupného uzlu) pro
pocatek GPS tydne.

Vypocet polohy druzice potom probiha podle vzorcii pro neruseny pohyb uvedenych v kapi-
tole 4.1 s tim, Ze nékteré nezbytné hodnoty pro vypocet polohy v terestrickém systému v GPS
case t se spocCtou podle néasledujicich vztaht:

|GM

I = lo+ (Q—wp)(t—tor) —wg - TOE (56)
w = wy+ Cyuecos(2u) + Cys sin(2u) (57)
r = 1o+ Crecos(2u) + Cpg sin(2u) (58)
i = 1o+ Ciccos(2u) + Cyssin(2u) + i(t — tog) , (59)

kde hodnota wg je tthlova rychost rotace Zemé. Popisme postup vypoctu podrobné.

Dosazenim casu ¢t do rovnice (55) ziskdme hodnotu stfedni anomalie. Aplikaci rovnic (9) a
(10) vypocteme hodnotu pravé anomalie v. Do vztaht dosazujeme excentricitu e uvedenou ve
vysilanych efemeridiach. Rovinny systém zvolime tak, aby lezel v roviné oskula¢ni elipsy a osa
X smeéfovala do vystupného uzlu. Potom pro vypocet rovinnych soufadnic plati vztah (16), kde
pro argument Sirky plati (viz rovnice (57)):

u=10v+w="0v+wy+ Cycos(2u) + Cys sin(2u) . (60)

Pro vypocet staci do goniometrickych funkci dosadit pribliznou hodnotu u = v + wpy. Délku
pruvodice spocteme ze vztahu (58), ktery rozepsan mé tvar

r=a (1 —ecos(E))+ Crccos(2u) + Crssin(2u) . (61)
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Transformace do rovnikového systému pevné spojeného se Zemi je popsana rovnici (18), tedy
QI = R3(—l) Rl(—i) ’r’/ . (62)
Hodnoty potiebnych konstant wg, GM jsou

wp = 7292115.1467 - 10~ s~ 1 GM = 398.6005 - 10'2 m3.s72 .

6.2 Popis souboru RINEX naviga¢nich dat

V souboru naviga¢nich dat jsou ukladany tdaje o poloze druzic GPS. Soubor je vytvoren z dat
prijimanych aparaturou GPS, obsahuje tidaje o poloze téch druzic, které byly danou aparaturou
béhem méreni sledovany. Jeden soubor nemusi obsahovat tidaje o poloze vSech druzic systému
GPS.

0 1 2 3 4 5 6 T 8
12345678901234567890123456789012345678901234567890123456789012345678901234567890

1z 2 NAVIGATION DATA RINEX VERSION / TYPE
2: ASRINEXN V2.4.7 LH RIGTC - GO Pecny 22-MAR-00 00:18 PGM / RUN BY / DATE
3: GPS NAV DATA FROM SITE GOPE - 11502M002 (Pecny, Ondrejov CZ)COMMENT

4. 0.353%E-07 0.7451E-08 -0.1788E-06 0.0000E+00 ION ALPHA

5: 0.1353E+06 0.0000E+00 -0.2621E+06 0.1311E+06 ION BETA

6: 0.372529029846E-08 0.799360577730E-14 147456 1054 DELTA-UTC: AQ,Al,T,W
T 13 LEAP SECONDS

8: END OF HEADER

9

i (0 100 321 0 0 0.0 0.121477991343E-03 0.147792889038E-11 0.000000000000E+00
1l 0.152000000000E+03-0.526875000000E+02 0.490377569051E-08-0.230669326301E+01
5 2 -0.276416540146E-05 0.518057588488E-02 0.354647636414E-05 0.515375297165E+04
13: 0.172800000000E+06 0.316649675369E-07-0.108433832362E+01 0.186264514923E-07
14: 0.959778994693E+00 0.309031250000E+03-0.172085095605E+01-0.839570685775E-08
BT -0.383230248792E-09 0.000000000000E+00 0.105400000000E+04 0.000000000000E+00
165 0.700000000000E+01 0.000000000000E+00-0.325962901115E-08 0.408000000000E+03
1 B 0.171900000000E+06 0.000000000000E+00 0.000000000000E+00 0.000000000000E+00
18: 4 00 3 20 23 59 44.0 0.760259106755E-03 0.110276232590E-10 0.000000000000E+00
19: 0.119000000000E+03-0.457812500000E+02 0.397123684653E-08-0.285058646719E+01
20 -0.226497650146E-05 0.535007740837E-02 0.135935842991E-04 0.515373104095E+04
2 0.172784000000E+06-0.298023223877E-07 0.310448397369E+01 0.279396772385E-07
22 0.977218555224E+00 0.125968750000E+03-0.580906182903E+00-0.759924511049E-08
23 -0.230723896291E-09 0.000000000000E+00 0.105400000000E+04 0.000000000000E+00
24 : 0.700000000000E+01 0.000000000000E+00-0.605359673500E-08 0.119000000000E+03
25: 0.172410000000E+06 0.000000000000E+00 0.000000000000E+00 0.000000000000E+00

18 00 3 21 0 0O 0.0 0.331322662532E-04 0.568434188608E-12 0.000000000000E+00
0.500000000000E+01-0.391562500000E+02 0.529093467438E-08-0.136779920427E+00
-0.211037695408E-05 0.736834527925E-02 0.319071114063E-05 0.515377915764E+04
0.172800000000E+06-0.137835741043E-06-0.115252195533E+01-0.335276126862E-07
0.949542933486E+00 0.311843750000E+03 0.187212608323E+01-0.879679499325E-08
-0.311441544219E-09 0.000000000000E+00 0.105400000000E+04 0.000000000000E+00
0.700000000000E+01 0.000000000000E+00-0.51222741603%E-08 0.500000000000E+01
0.171500000000E+06 0.000000000000E+00 0.000000000000E+00. 0.000000000000E+00

Soubor vzdy zac¢ind hlavickou, kterd konci radkem, na kterém je od 61. pozice text "END
OF HEADER?”. Hlavicka obsahuje tidaje o porizovateli dat, o stavu ionosféry, dédle udaje pro
prevod z casu mezi ¢asem UTC a UT1, pocet celych sekund mezi atomovym ¢asem TAI a UTC
a piipadné komentéfe. Udaje uvedené v hlaviéce nejsou nezbytné pro vypoéet poloh druzic.
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Na dalsich radcich jsou uvedeny vlastni efemeridy (od fadku 10). Efemeridy pro jednu druzici
a jednu epochu jsou ulozeny na 8 fadcich (pro prvni druzici fadky 10-17). Jednotlivé fadky

obsahuji:

¢islo fadku  ndazev polozky

—_
—~
—_
(=)
~—

6 (15)

PRN kéd druzice (identifika¢ni ¢islo)
rok, mésic, den

hodina, minuta, sekunda

(Cas toc v systému GPS)

oprava druzicovych hodin 6,

d‘stc (1. derivace opravy druzicovych hodin)
ddt‘;c (2. derivace opravy druzicovych hodin)

IODE (nepodstatné)

C.s korekéni parametr délky privodice
oprava stredniho denniho pohybu An
hodnota stredni anomaélie My v ¢ase tog

Clyc korekéni parametr argumentu perigea
numericka excentricita e

Cys korekéni parametr argumentu perigea
odmocnina délky hlavni poloosy /a

TOFE pocet sekund od pocatku GPS tydne
C;c korekéni parametr pro sklon drahy

lp délka vystupného uzlu pro poc¢. GPS tydne
C;s korekeéni parametr pro sklon drahy

i sklon drahy pro epochu tog

C:c korekéni parametr délky privodice
wp argument perigea

Q drift vystupného uzlu

1 drift sklonu drahy

jednotky pozice na radku

rad

m

rad
rad.s™!

rad.s~t

1-2
3-5, 6-8, 9-11
12-14, 15-17, 18-22

23-41
42-60
62-79

4-22

23-41
42-60
61-79

4-22

23-41
42-60
61-79

4-22

23-41
42-60
61-79

4-22

23-41
42-60
61-79

4-22

Ostatni tidaje jsou pro vypoéet polohy druzic jiz nepodstatné. Cas tog se vypocte jako soudet
¢asu pocatku GPS tydne (tzn. od posledni ptlnoci mezi sobotou a nedéli) a hodnoty TOE.

7 Struény popis souboru presnych efemerid ve formatu SP3

Ve formatu SP3 jsou ukladany presné efemeridy druzic, které jsou vypocteny zpracovatelskymi
centry IGS (International GNSS Service). V souboru jsou v pravidelnych intervalech ulozeny
polohy jednotlivych druzic a opravy druzicovych hodin. Soutadnice druzic jsou uvedeny v terest-
rickém systému pevné spojeném se Zemi a opravy druzicovych hodin jsou vztazeny k atomovému

c¢asu GPS.
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4 1 2 3 4 5 6 7
1234567890123456789012345678901234567890123456789012345678901234567890123

#cP2022 2 13 © © ©0.00000000 96 ORBIT IGbl4 HLM IGS
## 2197 0.00000000 9500.00000000 59623 ©.0000LORVLOLLO
+ 32 (GO1GP2GO3GP4AGO5GPEGR7GO8GA9G10G11G12G13G14G15G16G17
+ G18G19G20G21G22G23G24G25G26G27G28G29G30G31G32 @
+ 0O 0 0 0@ 06 6 0 © © O 0 © 0 0O
+
+

VWoo~NOU b WNRE

=
[}
+
+

OO NNOO®

=
=
i I
®OONRO®
@O NNO®
OO ONNGO®
OO NNOO®
OO NNO®
OO ONRKR OO
OO R RO
OO R NO®O®
OO R RO
OO NROO®
@O NNO®
@O NNO®
OO RPRNOO®
®PONNO®
OO ONOO®
OO OOINOOO®

=
N
+
+

0o @ @ 0 @ 6 06 0 06 @ ©0 @ © o
G cc GPS ccec ccecc €Ccce CCCe CCCC CCCCe C€Cceee cceee ceecc
¢ %C CC CC €CC CCC CCCC CCCC CCCC CCCC €CCCC CCCCC Ccece ceceec
: %f 1.2500000 1.025000000 ©.00000000000 0.000000000000000
: %f ©0.0000000 0.000000000 0.00000000000 0.000000000000000
T %1 0 0 0 %] 0 0 0 %] e
T %1 0 0 0 2] 0 0 0 0 0
¢ /* FINAL ORBIT COMBINATION FROM WEIGHTED AVERAGE OF:
: /* cod emr esa gfz grg jpl mit ngs sio
: /* REFERENCED TO IGS TIME (IGST) AND TO WEIGHTED MEAN POLE:
¢ /* PCV:IGS14_2196 OL/AL:FES2004 NONE Y ORB:CMB CLK:CMB
¥ 2022 213 @ © 0.00000000
¢ PGO1 15439.164438  1359.724940 21344.735761 432.962921 8
: PGO2 -14867.982253 -20435.039817 -7292.179221  -650.755458
: PGO3 20306.951851 -8971.422655 14397.004404  -118.755274 8

NNNNRRBRRRRR
WNROOVONOUV bW
N
(gl

N
=
Ul

6 97
4 107
7 88

N
[%2]
~
~

N
[e)]
N

PG31 5952.999566 25361.468717 3531.180543 -164.455471 8
PG32 1352.846298 15607.940132 21595.283922 -66.669300 7
*¥ 2022 2 13 0 15 0.00000000

PGO1 16281.776235 3647.686464 20473.835166 432.954424 7 5 6 91
PGO2 -14976.331779 -21225.241288 -4529.338477 -650.756067 6 7 3 66

o)}

9 99
10 103

(93]

Hlavicka souboru kon¢i prvnim fadkem uvozenym hvézdickou (* 2022 2 13 0 0 0.00), kde
zac¢ind prvni epocha s daty. V prvnim fadku souboru je uveden datum a cas prvni epochy
(13.2.2022 Oh Omin 0.00s), pocet epoch v souboru (96), nazev souradnicového systému (IGb14)
a dalsi méné podstatné informace. Druhy radek obsahuje informace o prvni epose v souboru: ¢islo
GPS tydne (2197), GPS sekundu prvni epochy (0.00) (pocitdno od pilnoci mezi sobotou a nedéli,
coz je pocatek nového GPS tydne), interval mezi epochami v sekundach (900), modifikované
julidnské datum prvni epochy (59623) a zlomek dne (0.00). Na fadcich zac¢inajicich znakem plus
(4+) jsou uvedeny PRN ¢isla druzic a v fadcich zacinajicich dvéma znaky plus (4+4) jsou ve
stejném pofadi uvedeny kédy popisujici presnost uréeni drahy jednotlivych druzic. Radky 13-18
jsou rezervovany pro budouci modifikaci formatu. Radky 19-22 predstavuji fadky komentéfe.

Na tadku 23 zacinaji data prvni epochy. Je zde uveden datum a ¢as epochy ¢ v systému GPS.
Na nésledujicich fddcich jsou uvedeny polohy (X% Y? Z%) a opravy hodin ¢* jednotlivych druzic.
Souradnice jsou uvedeny v kilometrech, opravy hodin v mikrosekundach. Zbylé hodnoty v radku
obsahujf stiedni chyby soufadnic X* Y?, Z* v mm a oprav druzicovych hodin v pikosekundéch.
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8 Vzajemna rychlost pozorovatele a druzice

Motivaci k této kapitole je nasledujici otazka: “Jak presné je nutné znat cas, pro ktery pocitame
polohu druzice, aby chyba ve vzdélenosti mezi pozorovatelem P a druzici D nebyla vétsi nez

€5 **7". Budeme-li uvazovat v roviné skutecnych chyb, maximalni chyba vychdzi z rovnice

max __ Z”LO«IE
cpor — 0 (63)
op

K tomu, abychom chybu vypocetli, potrebujeme znat radidlni rychlost druzice QII;.), rychlost,
se kterou se méni délka privodice pozorovatel-druzice. Pro privodi¢ @pp a jeho velikost opp
plati nasledujici vztahy:

Cpp = @p —Qp (64)
orp = llepnll=/(ep —er) - (ep —ep) - (65)
Radialni rychlost potom ziskdme snadno derivaci vztahu (65) a plati
6pp = Crp @p — lrp PP (66)
opPD

Jsou-li souradnice vyjadieny vzhledem k inercidlnimu systému, potom rychlost druzice je
déna rovnici (15) a rychlost pozorovatele vuéi témuz systému plyne z rota¢niho pohybu Zemé

op = WEgXQp (67)
wEp = (O’ O’ wE)T . (68)

Naopak jsou-li souradnice pozorovatele dany v neinercidlnim systému rotujicim s télesem
Zemé, je vektor rychlosti stojictho pozorovatele nulovy

op =0 (69)

a vektor rychlosti druzice je dan rovnici (19).
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