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Část I

Pohyb umělých družic v tíhovém poli Země
1 Úvod
Moderní geodézie se neobejde bez kosmických metod. Jednou z těchto metod je i GPS (Global
Positioning System). Principem této metody je zpracování informací (tzv. fázových a kódových
měření) obsažených v signálu vysílaném z umělých družic Země. Hodnoty kódových a fázových
měření jsou závislé, kromě mnoha dalších parametrů, na poloze družice a přijímače. Je proto
možné z těchto informací určovat dráhy družic nebo polohu přijímače (určování polohy je asi
stále dominantní úlohou geodézie). Drahám GPS družic je věnován následující stručný text.

Text je členěn do několika částí. V první z nich definujeme souřadnicový systém vhodný
pro studium drah a dále pak převod do systému spojeného pevně s tělesem Země. V další části
se budeme věnovat velice stručně pohybovým rovnicím a výpočtu polohy družice při známých
elementech dráhy. Nakonec bude popsán výpočet polohy družice z údajů uvedených v souborech
vysílaných efemerid ve formátu RINEX.

2 Souřadnicové systémy
Pro určování polohy je nezbytné definovat systém pevně spojený s tělesem Země. Očekáváme,
že v takovém systému jsou souřadnice pevných bodů neměnné (odhlédneme-li od jevů, jakými
jsou pohyb litosférických desek, slapové jevy apod.).
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Takovým systémem je ITRS (International Terrestrial Reference System), který je impli-
citně definován pomocí množiny pevných stanic na povrchu Země a jejich souřadnic v kartéz-
ském souřadnicovém systému včetně časových změn způsobených pohybem pevninských desek.
Tato množina bodů je nazývána ITRF (International Terrestrial Reference Frame). Systém má
počátek v těžišti Země (Zemi uvažujeme včetně oceánu a atmosféry) a je definován tak, aby
součet časových změn souřadnic bodů ITRF byl roven nule. Osa Z směřuje do referenčního pólu
IRP (IERS Reference Pole) a osa X leží v rovině IRM (IERS Reference Meridian). Délkovou
jednotkou je SI metr. Pro převod z kartézských na zeměpisné souřadnice je doporučen elipsoid
GRS80.

Systém ITRS není vhodný pro výpočet drah družic, neboť pohyb družic je téměř nezávislý
na rotačním pohybu Země. Pro vyjádření pohybových rovnic družic je vhodný inerciální systém,
ve kterém mají pohybové rovnice nejjednodušší tvar. Takovým systémem je ICRS (IERS Ce-
lestial Reference System, IERS - International Earth Rotation and Reference Systems Service).
Systém je realizován pomocí referenčního rámce ICRF (IERS Celestial Reference Frame) tvoře-
ného množinou směrů na quasary (vzdálené radiové zdroje v galaxii) získaných metodou VLBI
(Very Long Baseline Interferometry). Směry jsou konzistentní s hvězdným katalogem FK5. U
quasarů není předpokládán žádný pohyb. Systém je definován tak, že počátek je v barycentru
sluneční soustavy, osa Z odpovídá nebeskému efemeridovému pólu CEP (Celestial Ephemeris
Pole), rovina XY odpovídá střední rovníkové rovině v epoše J2000.0 a osa X směřuje do jarního
bodu v této epoše.

Služba IERS publikuje parametry orientace Země (EOP - Earth Orientation Parameters),
které spolu s IAU 1976 Precesí a IAU 1980 Teorií nutace, množinou konstant a popisem početních
postupů definují transformaci mezi ICRF a ITRF (viz [McCarthy, 96]).

Kromě systému ITRS se v souvislosti s metodou GPS setkáváme s terestrickým systémem
WGS-84. Jedná se o systém blízký ITRS a jsou v něm udávány pozice družic GPS (viz dále).

3 Transformace mezi systémy
Vzájemná poloha zemského ITRS a nebeského ICRS systému závisí na poloze zemské osy v
inerciálním systému, na poloze zemské osy vůči tělesu Země a na greenwichském pravém hvězd-
ném čase (lépe úhlu mezi směrem k jarnímu bodu v epoše J2000.0 a rovinou IRM). Zaveďme
následující označení:

xp, yp … souřadice pólu
GST … pravý greenwichský hvězdný čas (Greenwich True Sidereal Time) včetně vlivu

precese a nutace
ζA, θA, zA … precesní úhly
εA … střední sklon ekliptiky
∆ψ … nutace v ekliptikální délce
∆ε … nutace ve sklonu ekliptiky
GMST … střední greenwichský hvězdný čas (Greenwich Mean Sidereal Time)
GMST0hUT1 … střední greenwichský hvězdný čas v 0 hodin UT1
t … čas vztažený k epoše J2000.0 vyjádřený v juliánských stoletích

t = (T − 1. ledna 2000 12h)ve dnech/36525

Pro transformaci mezi systémy platí

rICRS = PNRTXY rITRS . (1)

Matice
P = R3(ζA)R2(−θA)R3(zA) (2)
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popisuje vliv precese na transformaci mezi systémy.R1,R2,R3 označují postupně rotační matice
podle jednotlivých souřadnicových os X,Y, Z. Precesní parametry jsou závislé na čase a jsou
definovány pomocí precesních řad (IAU 1976 Precession) vztažených k epoše J2000.0:

ζA = 2306′′.2181t+ 0′′.30188t2 + 0′′.017998t3,
θA = 2004′′.3109t− 0′′.42665t2 − 0′′.041833t3,
zA = 2306′′.2181t+ 1′′.09468t2 + 0′′.018203t3,
εA = 84381′′.448− 46′′.8150t− 0′′.00059t2 + 0′′.001813t3 .

Pro nutační matici platí
N = R1(−εA)R3(∆ψ)R1(εA +∆ε) , (3)

kde parametry ∆ψ a ∆ε získáme z nutačních řad IAU 1980 Theory of Nutation. Nutační řady
mají komplikovaný tvar a jsou uvedeny například v [McCarthy, 96].

Zatímco precesní a nutační matice popisují pozici pravého okamžitého pólu vzhledem k
nebeskému systému (pól CEP - Celestial Ephemeris Pole), matice Y aX popisují polohu pravého
okamžitého pólu vzhledem k systému terestrickému (pól IRP). Platí

X = R1(yp), Y = R2(xp) , (4)

kde xp, yp jsou souřadnice pravého pólu v terestrickém systému. Souřadnice pólu jsou určovány
metodami kosmické geodézie a publikovány v IERS Bulletinu A, respektive B. IERS Bulletin A
je vydaván dvakrát týdně, zatímco IERS Bulletin B vychází jednou měsíčně a obsahuje zpřesněné
parametry orientace Země. Kromě toho je vydáván 6 měsíců po konci kalendářního roku výroční
Annual Report, obsahující kromě revidovaného řešení popis referenčních rámců, použitých dat,
výpočetních algoritmů a metod.

Denní rotaci Země vůči inerciálnímu systému popisuje matice

RT = R3(−GST ) . (5)

Vztah mezi občanským koordinovaným časem UTC a pravým greenwichským hvězdným časem
GST je dán následujícími rovnicemi:

(i) greenwichský střední hvězdný čas GMST pro světovou půlnoc 0h UT1

GMST0h UT1 = 6h 41m 50s.54841 + 8640184s.812866T ′
u + 0s.093104T ′2

u − 6s.2× 10−6T ′3
u ,

kde T ′
u = d′u/36525, d′u je počet uplynulých dní od epochy 1. ledna 2000, 12h UT1, tedy nabývá

hodnot ±0.5, ±1.5, … ,

(ii) rotace Země mezi světovou půlnocí 0h UT1 a okamžikem pozorování UT1 vyjádřená
vzhledem k ICRS

GMST = GMST0h UT1 + r[(UT1−UTC) + UTC],

kde r je poměr mezi hvězdným a světovým časem daný rovnicí
r = 1.002737909350795 + 5.9006× 10−11T ′

u − 5.9× 10−15T ′2
u

a hodnota UT1-UTC je uvedena v IERS bulletinech,

(iii) vliv precese a nutace na rektascenzi

GST = GMST+∆ψ cos εA + 0′′.00264 sinΩ + 0′′.000063 sin 2Ω,

kde Ω je střední délka výstupného uzlu dráhy Měsíce. Poslední dva členy byly zavedeny později
(od 1.1.1997).
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4 Dráhy družic
Obsahem této kapitoly není rozbor pohybových rovnic určujících dráhy družic. Kapitola je
věnována přehledu znalostí a početních postupů při určování polohy družice v určitém čase.
Odvozením použitých rovnic, Keplerových zákonů a dalším aspektům určování drah družic se
nebudeme zabývat.

Hovoříme-li o keplerovském pohybu družic (nebo také o keplerovské dráze), rozumíme tím
pohyb dvou těles, které můžeme nahradit hmotnými body za působení pouze vzájemných gra-
vitačních sil. V tom případě podle Newtonova gravitačního zákona a podle zákonů síly platí

−G Mm

|rM − rm|3
(rM − rm) = M r̈M

−G Mm

|rM − rm|3
(rm − rM ) = m r̈m ,

kde

G … Newtonova gravitační konstanta
M,m … hmotnost obou těles
rM … průvodič tělesa o hmotnosti M v libovolné inerciální souřadnicové soustavě,
rM … velikost vektoru rM
rm … průvodič tělesa o hmotnosti m v libovolné inerciální souřadnicové soustavě,
rm … velikost vektoru rm

Zavedeme-li následující označení

r = rm − rM , r = |r|
r̈ = r̈m − r̈M ,

platí pro průvodič tělesa o hmotnosti m vůči tělesu o hmotnosti M vztah

r̈ = −G M +m

r3
r . (6)

Rovnice (6) je vektorovou diferenciální rovnicí druhého stupně, funkce r(t) bude proto jedno-
značně definována přidáním 6 podmínek (např. dva vektory r(t1), r(t2) nebo počáteční pod-
mínky r(t1), ṙ(t1)).

V případě soustavy těles družice–Země vzhledem k malé hmotnosti družice nahrazujeme
součin G(M +m)

.
= GM hodnotou geocentrické gravitační konstanty.

4.1 Keplerovský pohyb, Keplerovy elementy

Rozborem pohybové rovnice (6) lze dokázat platnost Keplerových zákonů:

1. oběžné dráhy planet jsou elipsy se Sluncem v ohnisku,

2. každá planeta obíhá Slunce tak, že její spojnice se Sluncem opíše za stejnou dobu stejnou
plochu,

3. druhé mocniny oběžných dob planet jsou ve stejném poměru jako třetí mocniny hlavních
poloos.
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Obrázek 1: Orientace dráhy družice v inerciálním souřadnicovém systému

Samozřejmě v Keplerových zákonech můžeme nahradit slova Slunce/planeta slovy Země/družice.
Pro platnost Keplerových zákonů je nutné splnění předpokladů uvedených v minulé části – Zemi
(Slunce) nahrazujeme hmotným bodem stejně jako družici (planetu).

Pohyb, který splňuje Keplerovy zákony, a tedy splňuje podmínky pohybové rovnice (6),
můžeme jednoznačně popsat pomocí Keplerových elementů:

a … délka hlavní poloosy elipsy
e … numerická excentricita elipsy (e2 = a2−b2

a2
)

T0 … čas průchodu družice perigeem (leží na elipse na průsečíku s hlavní poloosou)
Ω … rektascenze výstupného uzlu (výstupný uzel leží v průsečíku dráhy s rovníkovou

rovinou)
ω … argument perigea (úhel od výstupného uzlu do perigea měřený ve směru dráhy)
i … sklon roviny dráhy vzhledem k rovníkové rovině.

Elementy a, e, T0 jsou nazývány vnitřní, popisují polohu družice v rovině dráhy, elementy
Ω, ω, i vnější, definují orientaci roviny dráhy vzhledem k inerciálnímu rovníkovému systému.

Výpočet polohy družice můžeme rozdělit na dva kroky. Nejprve zvolme rovinný souřadnicový
systém s počátkem v těžišti Země (ohnisku elipsy) ležící v rovině dráhy, osa x směřuje do perigea
(v obrázku (1) je tato soustava označena malými písmeny). Polohu družice v takto zvoleném
systému popisují kartézské souřadnice (x, y) nebo polární souřadnice (r, v), viz obrázek 2. Polární
a kartézské souřadnice lze vypočítat následujícím způsobem.

Pro střední úhlovou rychlost družice n, zvanou také střední denní pohyb, podle 3. Keplerova
zákona platí

n =
2π

T
=

√
GM

a3
. (7)
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Obrázek 2: Souřadnice v rovině dráhy družice

Okamžitou polohu družice v rovině dráhy popisujeme veličinami zvanými anomálie a délkou prů-
vodiče r. Pro střední anomálii, která popisuje pohyb fiktivní družice pohybující se rovnoměrným
pohybem po kružnici, platí

M(t) = n · (t− T0) . (8)

Střední anomálie je tedy úhel mezi fiktivní družicí a směrem do perigea (M(t) = 0 pro t = T0).
Z druhého Keplerova zákona plyne vztah pro excentrickou anomálii, která již má geometrický
význam patrný z obrázku (2)

E(t) =M(t) + e sinE(t) . (9)

Pro pravou anomálii, úhel, který svírá průvodič družice se směrem do perigea, platí

v(t) = 2 arctan

√1 + e

1− e
tan

E(t)

2

 (10)

a nakonec pro souřadnice průvodiče r a rychlosti ṙ družice můžeme psát

r = a

[
cosE − e√
1− e2 sinE

]
= r

[
cos v
sin v

]
(11)

r = a (1− e cosE) =
a(1− e2)

1 + e cos v
(12)

ṙ =
na2

r

[
− sinE√

1− e2 cosE

]
=

√
GM

a(1− e2)

[
− sin v
cos v + e

]
. (13)

Vektory r a ṙ jsou vyjádřeny v systému ležícím v rovině dráhy, a je tudíž možné je doplnit o
třetí souřadnici z = 0.

Druhá část výpočtu spočívá v transformaci vektorů do inerciálního rovníkového systému.
Označme průvodič a vektor rychlosti vyjádřené v rovníkovém systému % a %̇. Pro transformaci
podle obrázku (1) pro průvodič platí

% = R3(−Ω) R1(−i) R3(−ω) r = Rr . (14)
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Protože matice R nezávisí na čase, pro vektor rychlosti platí podobný vztah

%̇ = Rṙ . (15)

Tato transformace se v některých případech upravuje použitím argumentu šířky u = v+ω.
Potom osa x′ rovinného systému ležícího v rovině dráhy nesměřuje do perigea, ale do výstup-
ného uzlu družice a pro rovinné souřadnice průvodiče družice (označme jej tentokrát r′) platí
analogicky

r′ = r

[
cosu
sinu

]
. (16)

Rovnice (14) se redukuje na tvar (není třeba provádět rotaci o úhel ω kolem osy Z)

% = R3(−Ω) R1(−i) r′ . (17)

Zanedbáme-li vliv precese, nutace a pohybu pólu, platí pro transformaci do systému spoje-
ného s rotující Zemí vztah

%′ = R3(−l) R1(−i) R3(−ω) r , (18)

kde l = Ω−GST.
Transformace vektoru rychlosti je poněkud komplikovanější. Matice rotace není v tomto

případě konstantní, neboť se mění veličina l – úhel sevřený mezi meridiánovou rovinou obsahující
jarní bod a meridiánovou rovinou, v níž leží osa X terestrického systému (většinou jde tedy o
rovinu nultého poledníku, l je potom zeměpisná délka výstupného uzlu). Hodnota l zavisí na
hodnotě hvězdného času GST, při zanedbání vlivu precese a nutace není třeba specifikovat,
zdali jde o pravý nebo střední hvězdný čas. Časová změna hvězdného času je rovna úhlové
rychlosti rotace Země ωE , a tedy díky opačnému smyslu (úhel GST má matematicky záporný
smysl, zatímco l kladný) je časová změna úhlu l rovna −ωE . To nakonec bude patrno v další
kapitole ze vzorce (56) platného pro družice systému GPS. Proto pro vektor rychlosti vyjádřený
v terestrickém systému platí

%̇′ =
d

dt
R3(−l) R1(−i) R3(−ω) r = (19)

= ωER
′
3(−l) R1(−i) R3(−ω) r +R3(−l) R1(−i) R3(−ω) ṙ , (20)

kde matice
R′

3(x) =
d

dx
R3(x) . (21)

5 Rušený pohyb
Až doposud byl popisován stav, kdy je dráha družice ovlivněna pouze přitažlivostí Země, která
byla navíc nahrazena hmotným bodem. Potom platí Keplerovy zákony a rovnice uvedené v
předchozí kapitole. Avšak v případě skutečné Země tento předpoklad není splněn, Země není
homogenní těleso, je nepravidelného zploštěného tvaru (dokonce je elastická a její tvar se mění
s účinkem vnějších sil). Navíc na družici působí i další síly, přitažlivost Měsíce a Slunce, tlak
přímého a odraženého slunečního záření. Všechny tyto síly udělují družici zrychlení a, které
nazýváme poruchové, a hovoříme potom o rušeném pohybu družice. Pohybová rovnice dostává
tvar

r̈ = −G M +m

r3
r + a (22)

a pohyb družice neprobíhá po keplerovské elipse.
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Mezi elementy dráhy {a, e, T0,Ω, ω, i} a polohou a rychlostí družice {%(t), %̇(t)} v čase t
existuje vzájemný jednoznačný vztah. Mužeme symbolicky psát

{%(t), %̇(t)} = f(a, e, T0,Ω, ω, i, t) (23)
{a, e, T0,Ω, ω, i, t} = f−1(%(t), %̇(t)) , (24)

kde f je množina funkcí. V případě nerušeného pohybu získáme ze známých hodnot r(t), ṙ(t)
pro libovolný čas t stejné parametry dráhy - pohyb je vykonáván po jedné keplerovské dráze.
Avšak v případě rušeného pohybu, kdy pohyb není rovinný a neprobíhá po elipse, jsou vypočtené
hodnoty elementů závislé na čase a odpovídají keplerovské dráze, která má se skutečnou dráhou
společný bod r(t) a rychlost ṙ(t). V tomto bodě se keplerovská dráha přimyká ke skutečné
dráze a hovoříme potom o oskulační elipse a oskulačních elementech. Oskulační elementy jsou
proto závislé na čase. Podrobný rozbor rušeného pohybu a výpočtu dráhy lze nalézt v literatuře
uvedené na konci celého textu.

5.1 Výpočet oskulačních elementů

Opačným postupem k výpočtu polohy družice je výpočet elementů dráhy družice (lépe oskulač-
ních elementů) z daného polohového vektoru %(t) a vektoru rychlosti %̇(t) pro časový okamžik
t. Jde tedy o aplikaci postupu zapsaného symbolicky vztahem (24). Zde je třeba postupovat s
jistou obezřetností tak, aby vypočtené parametry dráhy byly správně určeny.

Ze souřadnic normálového vektoru roviny dráhy h = (h1, h2, h3) = %× %̇ se snadno spočtou
vnější parametry Ω a i. Platí h1

h2
h3

 =

 cosΩ − sinΩ cos i sinΩ sin i
sinΩ cosΩ cos i − cosΩ sin i
0 sin i cos i


 0

0
h

 = h ·

 sinΩ sin i
− cosΩ sin i

cos i

 (25)

kde h = ‖h‖, a tedy

Ω = arctan
h1
−h2

, i = arccos
h3
h
, (26)

přičemž o kvadrantu výsledného úhlu Ω rozhodují znaménka funkcí sin a cos. Je proto vhodné
použít pro výpočet funkci atan2, kterou v různých modifikacích nabízí většina matematických
software.

Vyjdeme-li z rovnic (11) a (13) rozšířených o třetí souřadnici Z = 0, pro velikost vektoru h
dostáváme (norma vektoru je invariantní vzhledem k volbě souřadnicového systému)

h = ‖r × ṙ‖ = r

√
GM

a(1− e2)
(1 + e cos v) = ‖%× %̇‖ (27)

a tedy (s použitím vztahu (12))

h =
√
GM ·

√
a(1− e2), (28)

resp.
h2 = r2

GM

a(1− e2)
(1 + e cos v)2 = r ·GM · (1 + e cos v) . (29)

Z posledního vzorce snadnou úpravou plyne

e cos v =
h2

r ·GM
− 1 . (30)
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Podobným postupem lze odvodit vztah

e sin v =
h

r ·GM
r · ṙ . (31)

Výpočet numerické excentricity a pravé anomálie z posledních dvou vzorců je potom triviální.
O kvadrantu, ve kterém leží pravá anomálie, rozhoduje znaménko obou výrazů a je opět výhodné
využít funkci atan2.

Pro výpočet argumentu perigea ω převedeme prostorové souřadnice družice % na rovinné v
systému, ve kterém osa X směřuje do výstupného uzlu.

r′ = (r′1, r
′
2, r

′
3) = R1(i) R3(Ω) % . (32)

Argument šířky u se spočte pomocí funkce atan2 jako

u = arctan
r′2
r′1

(33)

a nakonec pro argument perigea ω platí

ω = u− v . (34)

Délka hlavní poloosy a se spočte z libovolného vhodného vztahu, např. (28). Při výpočtu
času průchodu družice perigeem se postupuje postupem opačným k postupu (8) až (10) a nejprve
se vypočte excentrická anomálie

E = 2arctan

√1− e

1 + e
tan

v

2

 , (35)

dále pak střední anomálie
M = E − e sinE (36)

a nakonec čas průchodu družice perigeem

T0 = t− M

n
. (37)

5.2 Výpočet oskulačních elementů při známém %(t1),%(t2)

Zatímco v minulé části byly počítány oskulační elementy dráhy, která se ke skutečné dráze
přimyká v jednom bodě %(t) a která má v tomto bodě i stejný vektor rychlosti %̇(t), zabývejme
se nyní výpočtem oskulačních elementů dráhy, která je dána dvěma body %(t1) a %(t2). Předem
je potřeba poznamenat, že navržené řešení je iterační, protože autorovi těchto řádek není známo
řešení ve tvaru uzavřených vzorců.

Podmínky, které musí splňovat elementy (parametry) oskulační dráhy, vyjádřené v minulém
odstavci, lze symbolicky zapsat následujícím způsobem

%(t1) = %(a, e, T0,Ω, ω, i, t1) (38)
%(t2) = %(a, e, T0,Ω, ω, i, t2) . (39)

Uvedený zápis říká, že dosazením oskulačních elementů a času t1, resp. t2 do vztahů pro výpočet
polohy družice pohybující se nerušeným pohybem, dostaneme právě zadané souřadnice družice
%(t1), resp. %(t2).
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Protože takové elementy neumíme počítat přímo, spočteme nejprve přibližné hodnoty po-
stupem z minulé části, přičemž použijeme průvodič %(t1) a vektor rychlosti spočtený přibližným
způsobem ze vztahu

%̇0(t1) =
%(t2)− %(t1)

t2 − t1
. (40)

Výsledkem jsou přibližné hodnoty parametrů a0, e0, T00 ,Ω0, ω0, i0. Tyto parametry splňují rov-
nici (38), avšak obecně nesplňují rovnici (39) pro druhý časový okamžik t2. Budeme proto hledat
správné hodnoty parametrů

a
e
T0
Ω
ω
i


=



a0
e0
T00
Ω0

ω0

i0


+



da
de
dT0
dΩ0

dω0

di


= p0 + dp , (41)

pro které jsou splněny obě podmínky.
Rovnici (38) lze napsat v linearizovaném tvaru

%(t1) = %(a0, e0, T00 ,Ω0, ω0, i0, t1) + a(t1) · dp , (42)

kde a(t1) je vektor parciálních derivací

a(t1) =
(

∂%(t1)
∂a

∂%(t1)
∂e

∂%(t1)
∂T0

∂%(t1)
∂Ω

∂%(t1)
∂ω

∂%(t1)
∂i

)
(43)

vyčíslený pomocí přibližných hodnot oskulačních elementů pro čas t1. Zápis lze dále zkrátit
zavedením symbolu %0(t1) pro polohový vektor družice spočtený pomocí přibližných hodnot
oskulačních parametrů a psát

%(t1) = %0(t1) + a(t1) · dp . (44)

Podobné rovnice lze sestavit i pro okamžik t2 a obě linearizované rovnice zapsat do tvaru(
%(t1)− %0(t1)
%(t2)− %0(t2)

)
︸ ︷︷ ︸

d%

=

(
a(t1)
a(t2)

)
︸ ︷︷ ︸

A

·dp . (45)

Matice A v posledním vztahu je čtvercová, s jistou opatrností i regulární, a vektor dp obsahující
opravy parametrů lze tak vypočítat prostou inverzí. Dosazením do (41) se potom vypočtou i
hledané oskulační parametry.

Je třeba si uvědomit, že opravy parametrů byly získány řešením linearizované rovnice, a je
proto nezbytné se přesvědčit o platnosti původních nelineárních podmínek (38) a (39) zpětným
výpočtem polohy družice v obou okamžicích. Jak se ukazuje, jeden krok výpočtu opravdu ne-
stačí, podmínky nejsou splněny a výpočet je nezbytné opakovat, přičemž vypočtené hodnoty
oskulačních parametrů jsou použity jako nové přibližné hodnoty pro další iterační krok.

V navrženém výpočetním postupu zbývá pouze ukázat, jak vypadají parciální derivace prů-
vodiče družice podle jednotlivých Keplerových parametrů. Derivace podle vnějších parametrů
jsou triviální. V rovnici (14) se vnější parametry vyskytují pouze jako argumenty rotačních ma-
tic podle jednotlivých os, neboť hodnoty souřadnic průvodiče družice v rovině dráhy r(t) jsou
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na nich nezávislé. Pro derivace proto platí

∂%(t)

∂Ω
= −R′

3(−Ω) R1(−i) R3(−ω) r(t) (46)

∂%(t)

∂i
= −R3(−Ω) R′

1(−i) R3(−ω) r(t) (47)

∂%(t)

∂ω
= −R3(−Ω) R1(−i) R′

3(−ω) r(t) . (48)

Význam matic označených čárkou ukazuje vzorec (21).
Naopak vnitřní elementy jsou v rovnici (14) ukryty pouze v hodnotě r(t). Proto platí

∂%(t)

∂a
= R

∂r(t)

∂a
(49)

∂%(t)

∂e
= R

∂r(t)

∂e
(50)

∂%(t)

∂T0
= R

∂r(t)

∂T0
(51)

Odvození derivací vektoru r podle jednotlivých parametrů není obtížné, ale poněkud pracné a
zdlouhavé, a proto zde uvedeme přímo výsledek. Protože třetí souřadnice vektoru r(t) je vždy
nulová, je nulová i derivace, a nebudeme ji proto vypisovat. Platí

∂r

∂a
=

[
cosE − e+ 3

2
a
rM sinE√

1− e2(sinE − 3
2
a
rM cosE)

]
(52)

∂r

∂e
=

[
−a(1 + a

r sin
2E)

a2 sinE
r
√
1−e2

(cosE − e)

]
(53)

∂r

∂T0
=

[
na2 sinE

r

−na2

r

√
1− e2 cosE

]
. (54)

Z důvodu zvýšení přehlednosti, a protože nemůže dojít k omylu, byl v posledních vzorcích
vynechán symbol t označující čas. Rozumí se samo sebou, že proměnné r,M , E přísluší jednomu
časovému okamžiku.

6 Výpočet dráhy GPS družice
Družice systému GPS (Global Positioning System) vysílají v nosné vlně, kromě jiných informací,
údaje o poloze družice. Tyto údaje se nazývají vysílané (broadcast) efemeridy. Obsahují veškerá
potřebná data pro výpočet polohy družice v systému WGS-84, který je blízký systému ITRF.
Přesnost vysílaných efemerid je několik metrů a postačuje pro běžné diferenciální aplikace GPS.

Z důvodů efektivního předávání a ukládání dat získaných GPS byl vytvořen předpis formátu
nezávislého na typu přijímače RINEX (Receiver INdependent EXchange Format). V tomto for-
mátu lze uchovávat jak měřená data získaná aparaturou GPS, tak údaje o poloze družic, které
jsou vysílány v rámci signálu GPS a taktéž ukládány přijímačem. Kromě toho popis formátu
umožňuje ukládat i meteorologická data.

Kromě vysílaných efemerid lze použít efemeridy přesné (precise), které jsou určovány službou
IGS (International GPS Service). Jsou vydávány se zpožděním a jsou přístupné na internetu.

11



6.1 Výpočet dráhy z dat v souboru RINEX

Vzhledem k tomu, že pohyb družice je vykonáván ve skutečném tíhovém poli Země, jedná se o
pohyb rušený. K jeho popisu nestačí množina šesti konstantních dráhových elementů. V soubo-
rech RINEX jsou uvedeny oskulační elementy dráhy příslušné počátečnímu času t0, jejich první
derivace a další korekční členy. Navíc, protože účelem vysílaných efemerid je výpočet pozice
družic v zemském referenčním rámci WGS-84, je rektascenze výstupného uzlu Ω nahrazena dél-
kou l v terestrickém systému. Modifikovány jsou i některé další elementy uvedené v předchozích
kapitolách.

V souborech RINEX nalezneme následující údaje:

tOE … referenční čas efemerid (vyjádřeno v GPS čase, viz dále)
tOC … referenční čas hodin družice (vyjádřeno v GPS čase, viz dále)
TOE … počet sekund od počátku GPS týdne (půlnoc mezi sobotou a nedělí)√
a, e,M0 … Keplerovy parametry v čase tOE (kromě l0 vztaženého k poč. GPS týdne)

ω0, i0, l0

∆n … oprava středního denního pohybu n =
√

GM
a3

i … časová derivace sklonu dráhy
Ω̇ … časová derivace rektascenze výstupného uzlu
Cuc, Cus … korekční parametry pro argument perigea
Crc, Crs … korekční parametry pro vzdálenost od geocentra
Cic, Cis … korekční parametry pro sklon dráhy.

V množině Keplerových oskulačních parametrů byl čas průchodu perigeem T0 nahrazen hod-
notou M0 střední anomálie pro čas tOE a hodnota rektascenze výstupného uzlu Ω nahrazena
hodnotou délky l0 (tedy úhel mezi osou X systému WGS-84 a směrem do výstupného uzlu) pro
počátek GPS týdne.

Výpočet polohy družice potom probíhá podle vzorců pro nerušený pohyb uvedených v kapi-
tole 4.1 s tím, že některé nezbytné hodnoty pro výpočet polohy v terestrickém systému v GPS
čase t se spočtou podle následujících vztahů:

M = M0 +

√GM

a3
+∆n

 (t− tOE) (55)

l = l0 + (Ω̇− ωE)(t− tOE)− ωE · TOE (56)
ω = ω0 + Cuc cos(2u) + Cus sin(2u) (57)
r = r0 + Crc cos(2u) + Crs sin(2u) (58)
i = i0 + Cic cos(2u) + Cis sin(2u) + i(t− tOE) , (59)

kde hodnota ωE je úhlová rychost rotace Země. Popišme postup výpočtu podrobně.
Dosazením času t do rovnice (55) získáme hodnotu střední anomálie. Aplikací rovnic (9) a

(10) vypočteme hodnotu pravé anomálie v. Do vztahů dosazujeme excentricitu e uvedenou ve
vysílaných efemeridách. Rovinný systém zvolíme tak, aby ležel v rovině oskulační elipsy a osa
X směřovala do výstupného uzlu. Potom pro výpočet rovinných souřadnic platí vztah (16), kde
pro argument šířky platí (viz rovnice (57)):

u = v + ω = v + ω0 + Cuc cos(2u) + Cus sin(2u) . (60)

Pro výpočet stačí do goniometrických funkcí dosadit přibližnou hodnotu u = v + ω0. Délku
průvodiče spočteme ze vztahu (58), který rozepsán má tvar

r = a (1− e cos(E)) + Crc cos(2u) + Crs sin(2u) . (61)
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Transformace do rovníkového systému pevně spojeného se Zemí je popsána rovnicí (18), tedy

%′ = R3(−l) R1(−i) r′ . (62)

Hodnoty potřebných konstant ωE , GM jsou

ωE = 7292115.1467 · 10−11 s−1, GM = 398.6005 · 1012 m3.s−2 .

6.2 Popis souboru RINEX navigačních dat

V souboru navigačních dat jsou ukládány údaje o poloze družic GPS. Soubor je vytvořen z dat
přijímaných aparaturou GPS, obsahuje údaje o poloze těch družic, které byly danou aparaturou
během měření sledovány. Jeden soubor nemusí obsahovat údaje o poloze všech družic systému
GPS.

Soubor vždy začíná hlavičkou, která končí řádkem, na kterém je od 61. pozice text ”END
OF HEADER”. Hlavička obsahuje údaje o pořizovateli dat, o stavu ionosféry, dále údaje pro
převod z času mezi časem UTC a UT1, počet celých sekund mezi atomovým časem TAI a UTC
a případné komentáře. Údaje uvedené v hlavičce nejsou nezbytné pro výpočet poloh družic.
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Na dalších řádcích jsou uvedeny vlastní efemeridy (od řádku 10). Efemeridy pro jednu družici
a jednu epochu jsou uloženy na 8 řádcích (pro první družici řádky 10–17). Jednotlivé řádky
obsahují:

číslo řádku název položky jednotky pozice na řádku

1 (10) PRN kód družice (identifikační číslo) 1–2
1 (10) rok, měsic, den 3–5, 6–8, 9–11
1 (10) hodina, minuta, sekunda 12–14, 15–17, 18–22

(čas tOC v systému GPS)
1 (10) oprava družicových hodin δc s 23–41
1 (10) dδc

dt (1. derivace opravy družicových hodin) s.s−1 42–60
1 (10) d2δc

dt2
(2. derivace opravy družicových hodin) s−1 62–79

2 (11) IODE (nepodstatné) 4–22
2 (11) Crs korekční parametr délky průvodiče m 23–41
2 (11) oprava středního denního pohybu ∆n rad.s−1 42–60
2 (11) hodnota střední anomálie M0 v čase tOE rad 61–79

3 (12) Cuc korekční parametr argumentu perigea rad 4–22
3 (12) numerická excentricita e 23–41
3 (12) Cus korekční parametr argumentu perigea rad 42–60
3 (12) odmocnina délky hlavní poloosy

√
a m−2 61–79

4 (13) TOE počet sekund od počátku GPS týdne s 4–22
4 (13) Cic korekční parametr pro sklon dráhy rad 23–41
4 (13) l0 délka výstupného uzlu pro poč. GPS týdne rad 42–60
4 (13) Cis korekční parametr pro sklon dráhy rad 61–79

5 (14) i0 sklon dráhy pro epochu tOE rad 4–22
5 (14) Crc korekční parametr délky průvodiče m 23–41
5 (14) ω0 argument perigea rad 42–60
5 (14) Ω̇ drift výstupného uzlu rad.s−1 61–79

6 (15) i drift sklonu dráhy rad.s−1 4–22

Ostatní údaje jsou pro výpočet polohy družic již nepodstatné. Čas tOE se vypočte jako součet
času počatku GPS týdne (tzn. od poslední půlnoci mezi sobotou a nedělí) a hodnoty TOE.

7 Stručný popis souboru přesných efemerid ve formátu SP3
Ve formátu SP3 jsou ukládány přesné efemeridy družic, které jsou vypočteny zpracovatelskými
centry IGS (International GNSS Service). V souboru jsou v pravidelných intervalech uloženy
polohy jednotlivých družic a opravy družicových hodin. Souřadnice družic jsou uvedeny v terest-
rickém systému pevně spojeném se Zemí a opravy družicových hodin jsou vztaženy k atomovému
času GPS.
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Hlavička souboru končí prvním řádkem uvozeným hvězdičkou (* 2022 2 13 0 0 0.00), kde
začíná první epocha s daty. V prvním řádku souboru je uveden datum a čas první epochy
(13.2.2022 0h 0min 0.00s), počet epoch v souboru (96), název souřadnicového systému (IGb14)
a další méně podstatné informace. Druhý řádek obsahuje informace o první epoše v souboru: číslo
GPS týdne (2197), GPS sekundu první epochy (0.00) (počítáno od půlnoci mezi sobotou a nedělí,
což je počátek nového GPS týdne), interval mezi epochami v sekundách (900), modifikované
juliánské datum první epochy (59623) a zlomek dne (0.00). Na řádcích začínajících znakem plus
(+) jsou uvedeny PRN čísla družic a v řádcích začínajících dvěma znaky plus (++) jsou ve
stejném pořadí uvedeny kódy popisující přesnost určení dráhy jednotlivých družic. Řádky 13–18
jsou rezervovány pro budoucí modifikaci formátu. Řádky 19–22 představují řádky komentáře.

Na řádku 23 začínají data první epochy. Je zde uveden datum a čas epochy i v systému GPS.
Na následujících řádcích jsou uvedeny polohy (Xi, Y i, Zi) a opravy hodin δi jednotlivých družic.
Souřadnice jsou uvedeny v kilometrech, opravy hodin v mikrosekundách. Zbylé hodnoty v řádku
obsahují střední chyby souřadnic Xi, Y i, Zi v mm a oprav družicových hodin v pikosekundách.
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8 Vzájemná rychlost pozorovatele a družice
Motivací k této kapitole je následující otázka: “Jak presně je nutné znát čas, pro který počítáme
polohu družice, aby chyba ve vzdálenosti mezi pozorovatelem P a družicí D nebyla větší než
εmax
% ?”. Budeme-li uvažovat v rovině skutečných chyb, maximální chyba vychází z rovnice

εmax
t =

εmax
%

%̇DP
. (63)

K tomu, abychom chybu vypočetli, potřebujeme znát radiální rychlost družice %̇DP , rychlost,
se kterou se mění délka průvodiče pozorovatel–družice. Pro průvodič %PD a jeho velikost %PD

platí následující vztahy:

%PD = %D − %P (64)

%PD = ‖%PD‖ =
√
(%D − %P ) · (%D − %P ) . (65)

Radiální rychlost potom získáme snadno derivací vztahu (65) a platí

%̇PD =
%PD · %̇D − %PD · %̇P

%PD
. (66)

Jsou-li souřadnice vyjádřeny vzhledem k inerciálnímu systému, potom rychlost družice je
dána rovnicí (15) a rychlost pozorovatele vůči témuž systému plyne z rotačního pohybu Země

%̇P = ωE × %P (67)
ωE = (0, 0, ωE)

T . (68)

Naopak jsou-li souřadnice pozorovatele dány v neinerciálním systému rotujícím s tělesem
Země, je vektor rychlosti stojícího pozorovatele nulový

%̇′
D = 0 (69)

a vektor rychlosti družice je dán rovnicí (19).
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